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2017届学科网高三数学跨越一本线精品
                问题三：椭圆、双曲线、抛物线与圆相结合问题                        
通过近几年各地高考试题可以发现,对圆的考查在逐渐加深,并与圆锥曲线相结合在一起命题,成为一个新的动向.与圆相关几何性质、最值问题、轨迹问题等都能与椭圆、双曲线和抛物线想结合可以呈现别具一格的新颖试题,为此,为了深入明确命题动向,本文总结如下.

一、圆与椭圆的结合点
1.1圆的几何性质与椭圆相联系
【例1】【2017届湖南师大附中高三上学期月考四】已知椭圆
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（1）求椭圆
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（2）如图,过椭圆
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的坐标；若不存在,请说明理由．
【分析】(1)由已知条件分别求出
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的距离为
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坐标之间的关系,同理求出
[image: image30.wmf]n
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坐标之间的关系,利用韦达定理求出
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【解析】（1）设椭圆方程
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,半焦距为
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因为椭圆的右焦点是圆
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由此可知,
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因为点
[image: image54.wmf]00

(,)

Pxy

在椭圆
[image: image55.wmf]C

上,则
[image: image56.wmf]2

2

0

0

1

2

x

y

+=

,即
[image: image57.wmf]2

2

0

0

1

2

x

y

=-

,
则
[image: image58.wmf]22

000

22

00

2842(2)4

||

(2)(2)

xxx

MN

xx

-+--

==

--
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满足题设条件．
【点评】(1)处理直线与圆的弦长问题时多用几何法,即弦长的一半、弦心距、半径构成直角三角形．
(2)圆的切线问题的处理要抓住圆心到直线的距离等于半径,从而建立关系解决问题．
【小试牛刀】【2017届江西吉安一中高三上学期段考二】已知椭圆
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；（II）不存在,理由见解析.
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（II）设点
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1.2 利用椭圆的性质判断直线与圆的位置关系
【例2】已知椭圆
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（1）求椭圆
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【分析】（1）把椭圆
[image: image113.wmf]C

：
[image: image114.wmf]22

24

xy

+=

化为标准方程,确定
[image: image115.wmf]2

a

,
[image: image116.wmf]2

b

,利用
[image: image117.wmf]a

c

e

=

求得离心率；（2）设点
[image: image118.wmf])

,

(

0

0

y

x

A

,
[image: image119.wmf])

2

,

(

t

B

,其中
[image: image120.wmf]0

0

¹

x

,由
[image: image121.wmf]OB

OA

^

,即
[image: image122.wmf]0

=

·

OB

OA

,用
[image: image123.wmf]0

x

、
[image: image124.wmf]0

y

表示
[image: image125.wmf]t

,当
[image: image126.wmf]t

x

=

0

或
[image: image127.wmf]t

x

¹

0

分别根据点到直线的距离公式求出圆心到直线的距离,与圆的半径比较,从而判断直线
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【解析】（1）由题意椭圆
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（2）直线
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【小试牛刀】【2015福建高考理18】已知椭圆
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(1)求椭圆
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解法一：（1）由已知得
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故
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：（1）同解法一．
（2）设点
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为直径的圆外．
二、圆与双曲线的结合点
2.1 利用圆的性质解决双曲线的相关问题
由于双曲线具有渐近线,故渐近线与圆的位置关系便成为命题的常考点.圆本身所具有的几何性质在探索等量关系也经常考查,进而求解双曲线的几何性质,如离心率的求解.

【例3】已知点
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【答案】D
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【点评】本题将双曲线的渐近线与圆的位置关系联系到一起,从而确定点P的坐标,进而建立等量关系求解双曲线的离心率.

【小试牛刀】【2017届河北武邑中学高三上学期调研四】已知双曲线
[image: image213.wmf](
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的右顶点为
[image: image214.wmf]A

,
[image: image215.wmf]O

为坐标原点,以
[image: image216.wmf]A

为圆心的圆与双曲线
[image: image217.wmf]C

的某渐近线交于两点
[image: image218.wmf]P

,
[image: image219.wmf]Q

．若
[image: image220.wmf]60

PAQ

Ð=°

,且
[image: image221.wmf]3

OQOP

=

,则双曲线
[image: image222.wmf]C

的离心率为＿＿＿＿．
【答案】
[image: image223.wmf]7

2


【解析】因为
[image: image224.wmf]60

PAQ

Ð=°

且
[image: image225.wmf]3

OQOP

=

,所以
[image: image226.wmf]QAP

V

为等边三角形,设
[image: image227.wmf]2

AQR

=

,则
[image: image228.wmf]OPR

=

,渐近线方程为
[image: image229.wmf]b

yx

a

=

,
[image: image230.wmf]0
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）

,取
[image: image231.wmf]PQ

的中点
[image: image232.wmf]M

,则
[image: image233.wmf]22
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ab
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,由勾股定理可得

[image: image234.wmf]222
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,所以
[image: image235.wmf]2222
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①,在
[image: image236.wmf]OQA

V

中,
[image: image237.wmf](
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,所以
[image: image238.wmf]22
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=

②,①②结合
[image: image239.wmf]222

cab

=+

,可得
[image: image240.wmf]7

2

c

e
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．故答案为
[image: image241.wmf]7

2
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2.2 圆的切线与双曲线相联系
【例4】已知双曲线
[image: image242.wmf]1

2

2

2

2

=
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b

y

a

x

的左右焦点分别为
[image: image243.wmf]12

FF

、

,
[image: image244.wmf]O

为双曲线的中心,
[image: image245.wmf]P

是双曲线右支上的点,

[image: image246.wmf]2

1

F

PF

D

的内切圆的圆心为
[image: image247.wmf]I

,且圆
[image: image248.wmf]I

与
[image: image249.wmf]x

轴相切于点
[image: image250.wmf]A

,过
[image: image251.wmf]2

F

作直线
[image: image252.wmf]PI

的垂线,垂足为
[image: image253.wmf]B

,若
[image: image254.wmf]e

为双曲
线的离心率,则(   )

A. 
[image: image255.wmf]|
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   B. 
[image: image256.wmf]|
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   C. 
[image: image257.wmf]|
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   D. 
[image: image258.wmf]|
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与
[image: image259.wmf]|

|

OB

关系不确定
【答案】C

【解析】设内切圆在
[image: image260.wmf]1

PF

上的切点为
[image: image261.wmf]N

,
[image: image262.wmf]2

PF

上的切点为
[image: image263.wmf]M

,
[image: image264.wmf]12

FF

上的切点为
[image: image265.wmf]A

,
[image: image266.wmf]A

的坐标为
[image: image267.wmf](m,0)

,
∴
[image: image268.wmf]12112

(DMMF)AFm(cm)2a
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,即
[image: image269.wmf]OAa
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,延长
[image: image270.wmf]2

BF

交
[image: image271.wmf]1

PF

于
[image: image272.wmf]S

,∵
[image: image273.wmf]PB

是角平分线和垂线,∴
[image: image274.wmf]B

是
[image: image275.wmf]2

SF

的中点,
[image: image276.wmf]O

是
[image: image277.wmf]12

FF

的中点,
[image: image278.wmf]BO

是中位线,
[image: image279.wmf]112

11

(PFPF)a

22

BOFS

==-=

,∴
[image: image280.wmf]OAOBa
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[image: image281.wmf]|
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【小试牛刀】已知点
[image: image282.wmf]1

F

、
[image: image283.wmf]2

F

为双曲线
[image: image284.wmf]C

：
[image: image285.wmf](
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b

b

y

x

的左、右焦点,过
[image: image286.wmf]2

F

作垂直于
[image: image287.wmf]x

轴的直线,在
[image: image288.wmf]x

轴上方交双曲线
[image: image289.wmf]C

于点
[image: image290.wmf]M

,且
[image: image291.wmf]°
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．圆
[image: image292.wmf]O

的方程是
[image: image293.wmf]2

2
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b

y

x

=

+

．
（1）求双曲线
[image: image294.wmf]C

的方程；
（2）过双曲线
[image: image295.wmf]C

上任意一点
[image: image296.wmf]P

作该双曲线两条渐近线的垂线,垂足分别为
[image: image297.wmf]1

P

、
[image: image298.wmf]2

P

,求
[image: image299.wmf]2

1

PP

PP

×

的值；
（3）过圆
[image: image300.wmf]O

上任意一点
[image: image301.wmf](
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Q

作圆
[image: image302.wmf]O

的切线
[image: image303.wmf]l
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双曲线
[image: image305.wmf]C

于
[image: image306.wmf]A

、
[image: image307.wmf]B

两点,
[image: image308.wmf]AB

中点为
[image: image309.wmf]M

,求证：
[image: image310.wmf]2
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（2）由条件可知：两条渐近线分别为
[image: image312.wmf]12
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设双曲线
[image: image313.wmf]C
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上的点
[image: image315.wmf]00

(,)

Qxy

,设两渐近线的夹角为
[image: image316.wmf]q

,则
则点
[image: image317.wmf]Q

到两条渐近线的距离分别为
[image: image318.wmf]0000
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因为
[image: image319.wmf]00
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Qxy

在双曲线
[image: image320.wmf]C

：
[image: image321.wmf]2
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上,所以
[image: image322.wmf]22
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又
[image: image323.wmf]1

cos

3

q

=

,         

所以
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（3）由题意,即证：
[image: image326.wmf]OAOB

^
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设
[image: image327.wmf]1122
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AxyBxy

,切线
[image: image328.wmf]l

的方程为：
[image: image329.wmf]00

2

xxyy
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 ①当
[image: image330.wmf]0
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y

¹

时,切线
[image: image331.wmf]l

的方程代入双曲线
[image: image332.wmf]C

中,化简得：
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所以：
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  所以
[image: image336.emf]
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②当
[image: image338.wmf]0
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时,易知上述结论也成立．  所以
[image: image339.emf]
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综上,
[image: image340.wmf]OAOB
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,所以
[image: image341.emf]
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三、圆与抛物线的结合点
3.[image: image342.png]b 22 2B (ZXXK.COM)




1圆的性质与抛物线相结合
【例5】一个酒杯的轴截面是开口向上的抛物线的一段弧,它的口宽是的4 [image: image343.wmf]10

,杯深20,在杯内放一玻璃球,当玻璃球的半径r最大取           时,才能使玻璃球触及杯底．
【答案】1

[image: image1081.jpg]


【解析】建立如图所示的直角坐标系,酒杯所在抛物线的方程设为
[image: image344.wmf]2

2(0)

xpyp

=>

,因为过点
[image: image345.wmf](210,20)

,所以
[image: image346.wmf]2

(210)220,1

pp

=´=

,即[image: image347.wmf]2
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xyy

=££

.玻璃球触及杯底,就是小球的截面圆
[image: image348.wmf]222

()

xyrr

+-=

与抛物线
[image: image349.wmf]2

2

xy
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有且仅有一个交点,即原点.由
[image: image350.wmf]222
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xyrr

+-=

与
[image: image351.wmf]2
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=

消去
[image: image352.wmf]x

得：
[image: image353.wmf]0

y

=

或
[image: image354.wmf]22.

yr

=-

因为有且仅有一个交点,即原点,所以
[image: image355.wmf]220,1,

rr

-££

即半径r最大取1.

【小试牛刀】【2017吉林长春五县上学期期末】已知点
[image: image356.wmf]A

是抛物线
[image: image357.wmf](
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上一点,
[image: image358.wmf]O

为坐标原点,若
[image: image359.wmf],

AB

是以点[image: image360.wmf](
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0,10

M

为圆心,
[image: image361.wmf]OA

的长为半径的圆与抛物线
[image: image362.wmf]C

的两个公共点,且
[image: image363.wmf]ABO

D

为等边三角形,则
[image: image364.wmf]p

的值是          ．
【答案】
[image: image365.wmf]5

6
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3.2 抛物线的性质与圆的相联系
【例6】【2017届重庆市第一中学高三12月月考】已知椭圆[image: image367.wmf](
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：

离心率为[image: image368.wmf]6

3

,焦距为[image: image369.wmf]22

,抛物线[image: image370.wmf](
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Cxpyp
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的焦点[image: image371.wmf]F

是椭圆[image: image372.wmf]1

C

的顶点.

（Ⅰ）求[image: image373.wmf]1

C

与[image: image374.wmf]2

C

的标准方程；
（Ⅱ）设过点[image: image375.wmf]F

的直线[image: image376.wmf]l

交[image: image377.wmf]2

C

于[image: image378.wmf],

PQ

两点,若[image: image379.wmf]1

C

的右顶点[image: image380.wmf]A

在以[image: image381.wmf]PQ

为直径的圆内,求直线[image: image382.wmf]l

的斜率的取值范围.

【分析】（Ⅰ）椭圆[image: image383.wmf]1

C

的焦距为[image: image384.wmf]2
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c

,
[image: image385.wmf]3
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a

c

,得椭圆的标准方程,得到抛物线焦点,可得抛物线方程；（Ⅱ）联立直线与抛物线的方程结合韦达定理得
[image: image386.wmf]k
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[image: image387.wmf]4
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,
[image: image388.wmf]A

在以
[image: image389.wmf]PQ

为直径的圆内
[image: image390.wmf]Û
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,得结果.
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（Ⅱ）由题意可设直线的方程为：[image: image393.wmf]1
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,设点
[image: image394.wmf](
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,
[image: image395.wmf](
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,联立
[image: image396.wmf]2
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得
[image: image397.wmf]2
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,由韦达定理得
[image: image398.wmf]12
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,
[image: image399.wmf]12
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[image: image400.wmf]A

在以
[image: image401.wmf]PQ

为直径的圆内
[image: image402.wmf](
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[image: image404.wmf]641634481600
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 【小试牛刀】已知抛物线C：
[image: image405.wmf]2

2(0)

ypxp

=>

的焦点为F,直线
[image: image406.wmf]4

y

=

与y轴的交点为P,与C的交点为Q,且
[image: image407.wmf]5
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（I）求C的方程；
（II）过F的直线
[image: image408.wmf]l

与C相交于A,B两点,若AB的垂直平分线
[image: image409.wmf]l

¢

与C相较于M,N两点,且A,M,B,N四点在同一圆上,求
[image: image410.wmf]l

的方程.

【解析】（I）设
[image: image411.wmf](
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,得
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,解得
[image: image415.wmf]2
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[image: image416.wmf]2
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,∴C的方程为
[image: image417.wmf]2
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；（II）由题设知
[image: image418.wmf]l

与坐标轴不垂直,故可设
[image: image419.wmf]l

的方程为
[image: image420.wmf](
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,代入
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的中点为
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[image: image430.wmf]2
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[image: image431.wmf]2
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,并整理得
[image: image432.wmf](
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[image: image433.wmf](
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则
[image: image434.wmf](
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．故
[image: image435.wmf]MN

的中点为
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由于
[image: image437.wmf]MN

垂直平分线
[image: image438.wmf]AB

,故
[image: image439.wmf],,,
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四点在同一圆上等价于
[image: image440.wmf]1
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即
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,化简得
[image: image443.wmf]2
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[image: image444.wmf]1
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[image: image445.wmf]1
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．所求直线
[image: image446.wmf]l

的方程为
[image: image447.wmf]10
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或
[image: image448.wmf]10
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【迁移运用】

1．【2017河北定州市上学期期中】过双曲线
[image: image449.wmf]2
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的右支上一点
[image: image450.wmf]P

,分别向圆
[image: image451.wmf]1
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：
[image: image452.wmf]22
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[image: image453.wmf]2
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[image: image454.wmf]22
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作切线,切点分别为
[image: image455.wmf]M

,
[image: image456.wmf]N

,则
[image: image457.wmf]22
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的最小值为（   ）
A．10   B．13   C．16   D．19

【答案】B

【解析】由题可知,
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2．【2017届四川双流中学高三上学期必得分训练】已知
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【答案】A

【解析】设
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3．【2017届湖南长沙一中高三月考五】已知双曲线
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4．【2016届河南省郑州市一中高三上学期联考】如图,已知椭圆
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【答案】A
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5．【2016届河南省郑州市一中高三上学期联考】已知抛物线
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6.过双曲线
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7．【2017届湖南师大附中高三上学期月考三】如图,抛物线
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（Ⅰ）求双曲线
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7．【2017学年吉林长春五县高二上学期期末】已知
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8．【2017届广西陆川县中学高三上学期二模】已知椭圆[image: image668.wmf]D
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[image: image701.wmf]BC

的斜率为
[image: image702.wmf]b

-


所以
[image: image703.wmf]BC

的垂直平分线的方程为
[image: image704.wmf]11
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联立①②解得: 
[image: image705.wmf]1
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,
[image: image706.wmf]2
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即
[image: image707.wmf]1
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,[image: image708.wmf]2
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因为[image: image709.wmf](
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在直线[image: image710.wmf]0
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9．【2017届湖南长沙雅礼中学高三月考四】已知椭圆
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[image: image721.wmf])
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,点
[image: image722.wmf])
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在椭圆上.[来源:学科网ZXXK]
（1）求椭圆的方程；
（2）点
[image: image723.wmf]M

在圆
[image: image724.wmf]2
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上,且
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[image: image726.wmf]M

作
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[image: image728.wmf]Q
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两点,问：
[image: image729.wmf]Q
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【答案】（1）
[image: image730.wmf]1
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[image: image731.wmf]6
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（2）由题意,设
[image: image735.wmf]PQ
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同理
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10．【2017山东菏泽一中宏志部月考三】已知椭圆
[image: image751.wmf])
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C

的焦距为2,左、右顶点分别为
[image: image752.wmf]B

A

,

,
[image: image753.wmf]P

是椭圆上一点,记直线
[image: image754.wmf]PB

PA

,

的斜率为
[image: image755.wmf]2

1
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,且有
[image: image756.wmf]2
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（1）求椭圆
[image: image757.wmf]C

的方程；
（2）若直线
[image: image758.wmf])
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与椭圆
[image: image759.wmf]C

交于
[image: image760.wmf]N

M

,

两点,以
[image: image761.wmf]N

M

,

为直径的圆经过原点,且线段
[image: image762.wmf]MN

的垂直平分线在
[image: image763.wmf]y

轴上的截距为
[image: image764.wmf]2

1

-

,求直线
[image: image765.wmf]l

的方程.

【答案】（1）
[image: image766.wmf]2
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；（2）
[image: image767.wmf]2
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（2）设
[image: image769.wmf](
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[image: image770.wmf]MN

的中点为
[image: image771.wmf](
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联立
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[image: image774.wmf](

)

2222

1621021

kmmk

D=-+>Þ<+

 ①

[image: image775.wmf]12
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[image: image777.wmf]12
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[image: image778.wmf]00
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 ②
因为以
[image: image779.wmf]MN

为直径的圆经过原点,所以
[image: image780.wmf]0

OMON

=

uuuruuur
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,
[image: image781.wmf]1212
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,
[image: image782.wmf](
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[image: image783.wmf](
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[image: image784.wmf](
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化简得
[image: image785.wmf]22
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将②式代入得到
[image: image786.wmf]22
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代入①式得到
[image: image787.wmf]2
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,
由于线段
[image: image788.wmf]MN

的垂直平分线经过点
[image: image789.wmf]1
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,
[image: image790.wmf]0
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将②代入得到
[image: image791.wmf]2
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联立③

 = 4 \* GB3 \* MERGEFORMAT ④得
[image: image792.wmf]1
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[image: image793.wmf]2
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,所以
[image: image794.wmf]1
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[image: image795.wmf]2
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所以直线
[image: image796.wmf]l

的方程为
[image: image797.wmf]2
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.

11．【2016-2017学年河北枣强中学高二12月月考】设椭圆
[image: image798.wmf]22
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,过
[image: image799.wmf](2,2)

M

、
[image: image800.wmf](6,1)

N

两点,
[image: image801.wmf]O

为坐标原点．
（1）求椭圆
[image: image802.wmf]E

的方程；
（2）若直线
[image: image803.wmf]4(0)

ykxk
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与圆
[image: image804.wmf]22
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相切,并且与椭圆
[image: image805.wmf]E

相交于两点
[image: image806.wmf]A

、
[image: image807.wmf]B

,求证：
[image: image808.wmf]OAOB
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uuuruuur

．
【答案】（1）
[image: image809.wmf]22
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；（2）证明见解析．
[image: image810.png]a>b>0) it M(2.42). N(J6.)Fs.

LA E 57





（2）设
[image: image811.wmf]11
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,
[image: image812.wmf]22
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,由题意得
[image: image813.wmf]2
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,
所以
[image: image814.wmf]5
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联立直线与椭圆方程得
[image: image815.wmf]2
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[image: image817.wmf]12
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所以
[image: image818.wmf]12121212
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[image: image819.wmf]OAOB
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．
12．【2017届甘肃肃南裕固族自治县一中高三12月月考】已知椭圆
[image: image820.wmf](
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的离心率
[image: image821.wmf]3
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,过椭圆的左焦点
[image: image822.wmf]F

且倾斜角为30°的直线与圆
[image: image823.wmf]222
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相交所得弦的长度为1.

（Ⅰ）求椭圆
[image: image824.wmf]E

的方程；
（Ⅱ）若动[image: image825.png]b 22 2B (ZXXK.COM)




直线
[image: image826.wmf]l

交椭圆
[image: image827.wmf]E

于不同两点
[image: image828.wmf](
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[image: image829.wmf](
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[image: image830.wmf]O

为坐标原点.当以线段
[image: image831.wmf]PQ

为直径的圆恰好过点
[image: image832.wmf]O

时,求证：
[image: image833.wmf]MON

D

的面积为定值,并求出该定值.

【答案】(I)
[image: image834.wmf]2
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；(II)证明见解析,
[image: image835.wmf]1
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【解析】（Ⅰ）由题意知
[image: image836.wmf]2
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得
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a

2

3

=

. ①
因为直线过左焦点
[image: image839.wmf](
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且倾斜角为30°可得直线方程为
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又因为直线
[image: image841.wmf](
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[image: image842.wmf]2
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相交弦长为1,
所以圆心到直线距离
[image: image843.wmf]2
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再由勾股定理得：
[image: image844.wmf]4
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即椭圆方程为
[image: image847.wmf]2
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（Ⅱ）（ⅰ）当直线
[image: image848.wmf]MN

的斜率不存在时,
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[image: image850.wmf]PQ

为[image: image851.png]b 22 2B (ZXXK.COM)




直径的圆过原点,所以
[image: image852.wmf]OPOQ
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[image: image855.wmf]22
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又因为点
[image: image856.wmf](
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把③代入④得：
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（ⅱ）当直线
[image: image860.wmf]MN

的斜率存在时,设直线
[image: image861.wmf]MN

的方程为
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因为交于不同两点,所以
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[image: image876.wmf]22
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点
[image: image877.wmf]O

到直线
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[image: image881.wmf]22
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将⑤代入⑥得
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13.如图所示,已知
[image: image883.wmf]A

、
[image: image884.wmf]B

、
[image: image885.wmf]C

是长轴长为
[image: image886.wmf]4

的椭圆
[image: image887.wmf]E

上的三点,点
[image: image888.wmf]A

是长轴的一个端点,
[image: image889.wmf]BC

过椭圆中心
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（1）求椭圆
[image: image894.wmf]E

的方程；
（2）在椭圆
[image: image895.wmf]E

上是否存点
[image: image896.wmf]Q
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（3）过椭圆
[image: image899.wmf]E
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【解析】（1）依题意知：椭圆的长半轴长
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